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CASIO

FUNCIONES

Ejemplo 1
Dada la funcién f(x) = x - e*™1

a) Calcula la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de la funcién f en el punto de

abscisa x =1.
b) Determina en que intervalos la funcion f es creciente y en cuales es decreciente.

Solucién

a) Entramos en el menu Grdfico, escribimos la funcién y pulsamos [Exg dos veces para dibujarla:

B B MathRadfornd
Fune. graf. :Y= ¥
Yi=xe”| 2
Y2: [—]1 3

Y4: [_] RS = = 1 2 3 4 5 Ex
Y5: [—1] N

Y6 [—1 2

| Y [ r [ Xt]VYt[] X |

Para dibujar la recta tangente, vamos primero a SET UP ([stFT) (HENU)). Nos desplazamos hasta

Derivative y seleccionamos On ((F1)):

[E] E

Input/Output:Math Input/Output:Math
Draw Type :Connect Draw Type :Connect
Ineq Type :Unien Ineq Type :Union
Graph Func :0n Graph Fune :0n

Dual Screen :0ff Dual Screen :0ff
Simul Graph :Off Simul Graph :0ff
Derivative :Off ] Derivative :0n 4
[ On JLOff | [On JCOff ]

Pulsamos [EXIT), (Exg , Sketch ((F4)), Tangent ((F2) ), pulsamos 1, pulsamos [EX dos veces:

El Selec. posicién ejecucién

Yi=x{e?x) .1 37182

ot

1

| X

s = T2 3 4 85 ¢

N Tangente
5.,4365%-2. 7182
1

y=
X= ¥=2.718281828

La ecuacion de la recta tangente a f(x) enx = 1 esy = 5.4365x — 2.7182 —

y=2ex—e



CASIO

b) Para ver los intervalos de crecimiento y decrecimiento dibujamos f'(x) y vemos en qué
puntos vale 0.

Si estamos en la pantalla del apartado anterior, para dibujar f'(x), pulsamos (EXT), [0PTN), CALC
((2), d/dx ([F1)

B FethRadNornd [Real
Fune. graf. :¥=
Y18xe* [—1

_d
YZ—H (D)l x=0

Y4: [—1
V- r_ 1
LY | r | Xt ] Vi | X |

Escribimos la funcién evaluandola en x y pulsamos [Exg:

B MathRadMornd) [Real

Func. graf. :Y=
YIE%;x [—1
Y2=H(Yl)|x=xl

L -
| Y | » [ Xt [ Yt N

Si gueremos que solo aparezca dibujada la funcién Y2 nos desplazamos a la funcién Y1 y
pulsamos SELECT ([F1)). Pulsamos para dibujar Y2:

E MathRedForn]  Redl E MathRedForn]  [Readl
Func. graf. :Y= 7
Y1=ﬁ§“ [—1 z
Y28-—(Y1 [—1
de ( )|x=x £ 5 A = - 0 1 2 3 4 5 Ex
-1
Ya: [—1 i
hd | p— |
SELECT] PN RET=P RIFIWMODIF Y] DRAW]

Para ver en qué valor f'(x) = 0 pulsamos G-Solve ((F5)), ROOT ([F1)):

B c[{E()i(Eil Mos)trar coordenadas
Y2=d/dx(¥1l,x ¥,

i Vemos que, f'(x) <0 en(—o,—1) = f(x) esdecreciente en (—o0,—1)
T f'(x) >0 en(—1,0) - f(x) escreciente en (—1, o)
dY/d¥=0.3678 ZL RAIZ
X=-1 =0

Para ver las dos funciones a la vez y comprobarlo pulsamos [EXIT), nos colocamos encima de la
funcién Y1, la seleccionamos con [F1) y pulsamos [Exg:

B [EXE]: Mostrar coordenadas
Y2=d/dx(¥1,x) y,

2

.-u/ 3

B T2 3 4 5 ¢

-1
dY/d¥=0.3678 -2 RAIZ
X=-1 ¥=0
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Ejemplo 2

El vértice de una parabola es el punto (1, 2).

. . . . -1 .
a) Sila parabola corta al eje de abscisas en el punto (7, 0), ¢Cual es el otro

punto de corte de la pardbola con el eje de abscisas?
b) Encuentra la ecuacion de la parabola.

Solucién

La ecuacién de la pardbola es f(x) = ax? + bx + c.

Por tener el vértice en (1,2), se cumpleque: f(1)=2-> 2=a+b+c
ff()=0-» 0=2a+b
. . -1 -1\ 1.1
Por cortar al eje de abscisas en (7, 0) : f (—) =0-» 0= 203 b+c
Para resolver el sistema utilizamos el menu Ecuacion.

Pulsamos Simultaneo ((F1)), elegimos el nimero de incégnitas ((F2)) e introducimos los datos:

] B
Ecuacién Simultaneo an X+bn Y+Cn Z=dn

Datos en memoria a b c

1 1 1 1 2

Seleccionar tipo Incognitas:3 2[ 2 1 0 0
Fl:Simultaneo 3l 0.26 -0.5 1
F2:Polinomio
F3:Resolver i,Numero incédgnitas? 0
EDEDEDEDED [SOLVE] EIE(CLEAR]EDIT ]

Para obtener la solucién pulsamos [Exg:

B [HathRadNorml] [d7c)Real
an X+bn Y+Cn Z=dn

b4R-0. 888 s s
x{_mm La ecuacion de la parabolaes: f(x) = —
1.1111

z

8

2 , 16 10
X +—x+—
g ¥t xty

REPEAT]
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Para ver el otro punto de corte con el eje de abscisas utilizamos el menu Grdfico.

Escribimos la funcién y para dibujarla pulsamos dos veces [EXg):

[E]
Fune. graf. :Y=

- 8.2,16 10
Vi=—gx+gxig
Y2: [—1
Y4: [—1

Y5 [—1
L Y | x| Xt | Vi | X |

E [HatHRadforn])

2

[Real
¥

X

€ 5 4 -8 -2 /b
-1
-2

’12X455

Pulsamos G-Solve ((F5)), ROOT ((F1)) y nos desplazamos con el cursor a la derecha:

El [EXE]: Mostrar coordenadas

Y1=-(819)x2+{1629)x+(10219)
2

/\ .
£ -5 -4 -8 -2 -1 1 2 3 4 5 B
-1
dY/dX=-2.666 -2 RAIZ
X=2.b ¥=0

El otro punto de corte es (2.5,0) = (

29



Ejemplo 3

Dadas las funciones f(x) = x? — 1y g(x) = 3 — x?

CASIO

a) Haz un esbozo de las graficas de las parabolas f(x) y g(x) en un mismo sistema de
ejes cartesianos y encuentra los puntos de corte con el eje de abscisas, los vértices y

los puntos de corte entre las graficas.

b) Calcula el area de la region del semiplano y > 0 comprendida entre las graficas de

fy gx)

Solucién

Para resolver el primer apartado utilizaremos el menu Grdfico.

a) Escribimos las funciones y pulsamos dos veces [EX§ para dibujarlas:

B HetiRedNormd
Funec. graf. :Y=
Yigx2-1 [—1
Y2=38-x2

Y4: [—1
32: [—1
BEFEFANANGE

B HatARadForn

2

W
X
j-s-A-aZ—Qr\aqsa
-2

Para ver los puntos de corte, pulsamos G-Solve ([F5)) y ROOT ([F1]). Como hay dos
funciones, la seleccionada parpadeara en color amarillo, si queremos esa funcidn, pulsamos
[Exg), si queremos la otra, nos desplazamos con el cursor (arriba/ abajo) y pulsamos [Exg.

De esta forma obtenemos:

El [EXE]: Mostrar coordenadas

Bl [EXE]: Mostrar coordenadas
¥2=3-xZ

d¥/dX=-3.464 2
X=1. 732050{808

Para obtener los puntos de interseccidn, pulsamos G-Solv ((F5)) e INTSECT ((F5)):

B [EXE]: Mostrar coordenadas

Bl [EXEl: Mostrar coordenadas

Y1l=x2-1

¥2=3-x2 2

Yl=x2-1

¥2=3-x2 2

: X

5 5 -4 8 9 \o ‘XSASE

j \ZK INTERSECCION
X=-1.414218662 =1 |\

A
X
-6 5§ -4 -3 - - Ya] X 3 4 5 B
j \2r INTERSECCION
x=1.41a213662 =1 \

Los vértices se puede ver que son (0,3) y (0,—1)



CASIO

b) Para calcular el érea, pulsamos G-Solv ((F5)), (F§), [ dx ((F3)), INTSECT ((F5))

El [EXE]: Mostrar coordenadas

Y1l=x2-1
Y2=3-x2
2
—
X

Xa i85 ©
INTERSECCION

% 5 -1 8 4 N0
-
X=-1.41421{3562 =1 \

Pulsamos para seleccionar ese punto de interseccidn, nos desplazamos a la derecha con el

cursor y seleccionamos el otro punto donde se intersecan con [Exg:

E HathRadforn] [Real

X
-5 -5 -4 B 2 4 5 &
INF=-1.4147/ - 1&:142
Jdx==7.542A723 .B¥247233

A; = Area encerrada entre la curvas = 7.54 u?

Como necesitamos saber el area encerrada por las curvas cuando y = 0, calculamos el area

encerrada por f(x) = x? — 1 por debajo del eje de las x y la restamos al drea obtenida

anteriormente:

B FatRedforn]  [Red)

b1
5 & -4 8 9 Xi T 4 5 &
INF=-1 -2UP=1&
Jdx=-1.3338833 [£]=1.33333333

A, = Area encerrada entre las raices de x> —1 = 1.33 u?

A=A, —A, =754—133=6.21u?

El drea es 6.21 u?

Este apartado también se puede resolver desde el menu Ejec-Mat:

I_l (-2x2+4) dac+f1 (8->
-2 -1
6.209138999

]

| Y [ r | Xt ]| ¥t ]| X |
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Ejemplo 4
. ., 2x+2
Consideramos la funcion f(x) = ——
x4—x+2

a) Escribe la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de corte con el
eje de ordenadas.
b) Determina los puntos de la curva en los que la recta tangente es horizontal.

Solucién

a) Seguir los pasos del apartado a) del ejemplo 1.

b) Para determinar los puntos de la curva donde la tangente es horizontal, hay que resolver la
ecuacion f'(x) =0

Entramos en el menu Ejec-Mat (también se puede hacer desde el menu Grdfico)

Utilizaremos la funcién SolveN para resolver la ecuacién. Pulsamos (0PTN), CALC ((F4)), SolveN ((F5)):

B MathRadNornl] [dfc)Real
SolveN(

[Solveld/dx|d%/dxZ S dx [SolveN/II=N

Pulsamos: d/dx ((F2)), escribimos la funcién y la igualamos a cero (el “igual” se escribe

pulsando () (-]), Ed, [EXT:

B meumafn] B
aN d[_2x+2 =0 . d 1 SolveN d [_2x+2 >
Az | 32t || === . iADVERTENCIA! Pl ey |
Puede haber {-3,1}

mas soluciones 0
Presione: [EXIT]
Solveld/dx[d2/dx2 S d:x [SolveN 3] MBI Solve|d/dox d2/dx2] J dx [SolveN[IIES [Solveld/dxxd2/dx2 J dx [Solve NI

Los puntos son (=3, f(—3)) = (—3,_72) y(LF(D)=(1,2)



Ejemplo 5

Dada la funciéon Y1 = x3 — 7x + 6 calcular:
a) Larectatangentealacurvaenx = —1
b) El punto en el que la recta anterior corta a la funcion.
c) Dibujar la funcion y la recta tangente.

Solucién

Abrimos el menu Grdfico.

Se define Y1 =x3—-7x+6

La ecuacion de la recta tangente a una funcién f(x) en x = a es:

y=f'"(@)(x—a)+f(a)

Se define la funcion derivada de Y1:

Y2 = d Y1

X=X

Se define la funcion recta tangente:

Y3 =Y2(-D(x + 1) + Y1(-1)

[E] B

Func. graf. :Y= v
YlEx;—7x+6 [—1 15
Y2=H(Y1)|x=x [—1

Y3EY2(-1) (x+1)+Y[—1 5

x
VR - r—1 -3 [+) 3
1T TN

CASIO

Con la funcién G-Solv ([F5)) se calculan los puntos de interseccién de las dos funciones:

Bl [EXE]: Mostrar coordenadas
Y1=x"(3)-T7x+6 ¥
¥3=Y2(11) (3 +1)¢¥1

El punto de corte es (2,0)
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Ejemplo 6

Consideramos las funciones f(x) = 2* + 1y h(x) = 9 — x? en el dominio x € [—4, 4]
Representar las dos funciones.
Resolver la ecuacion 2* + 1 = 9 — x? con 4 decimales.

Solucion 1

La primera funcion f(x) = 2* + 1, es una funcidn exponencial trasladada una unidad en el eje
vertical de la funcion y = 2%,

La segunda, h(x) = 9 — x? es una parabola convexa.

Abrimos el menu Grdfico.

[E] El _[FathRadorn]
Func. graf. :VY=

YiE2*+1,[-4,41 1—1
Y2B9-x2,[-4,4]1 [—1

Y4: [—1 e
Y5: [(—3

ve - J—
GiaTE00|DELETE) TYPE ] TOOL Jshlad] DTl E

La solucidn de la ecuacion es la interseccidon de las dos funciones.

Utilizamos la funcién G-Solv ((F5)) para determinar el punto de interseccion.

B [EXEl: Mostrar coordenadas [El [EXE]: Mostrar coordenadas

Y1=2"~(x)+1,[-4,4 Y1=2"(x)+1,[-4,4] 4f
Y2=9-x2,[-4, ¥2=9-x2,[-4,
f 2.5)
R, 165 -1 r e r N REEE -1
—73 2 -1 g 1 2 \: —7) 2 -1 g 1 2 \1
L INTERSECGION INTERSECGION

X¥=-2.802082188 S¥=1.143290791 X=2 -9y=5

Las soluciones son x = —2,8030, x = 2

10



Solucidn 2

Abrimos en el menu Ecuacion y escogemos Resolver,

T GOl el

Ecuacion

Seleccionar tipo
Fl:Simultaneo
F2:Polinomio
F3:Resolver

B MethRadMornd (drc]b]
Eq:2"+1=9-x?
x=0
Lower=-9x199

Upper=9x1®?9

RECALL/DELETE SOLV]

M

[E] (dic)(athi)
Eq:2*+1=9-x°
x=0
Lower=-9x%°

| Upper=0_______________

RECALLIDELETE [SOLVE

I e

Eq:2*+1=9-x2
x=-2,80298219

Lft=1.143290791

Rgt=1.143290791

9

REPEAT]

Las soluciones son x = —2,8030, x = 2

CASIO

11
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Ejemplo 7

Dadas las funciones y f(x) = 2xe™* y g(x) = x*e™*, calcula razonadamente el area del
recinto cerrado limitado por las graficas de esas funciones.

(Castilla la Mancha/ Matematicas Il / 2018 / 2B)
Solucién

Entramos en el menu Grdfico e introducimos las funciones:

[E]

Func. graf. :¥Y=
YiB2xe™ [—1
Y2=x2e7*

Y4: [—]
32: [—]1
| Y [ r [ Xt ]| Vt | B

Pulsamos dos veces para dibujarlas:

E HathRadorn]
¥

Pulsamos G-Solv ((F5)), para ver el resto del menu (Fg), [ dx ((F3]), INTSECT ((F3)):

B Selec. valor limite inf.

¥1=2x{e*{-x)) iy
¥2=x2(e”(-x))

Vamos a seleccionar el recinto limitado por los puntos de interseccidn entre las graficas.
Pulsamos para seleccionar el primer punto de interseccién, nos desplazamos a la derecha y
pulsamos [EXg para seleccionar el segundo punto donde se cortan:

B
¥

€ 5 -4 3 2 -1

INF=0 2RUP=2
Jdx=0.54134113 =0.54134113

El 4rea encerrada por las graficas es 0,54 u?

12



Ejemplo 8

CASIO

Dada la funcién f(x) = x3 + 3x% + ax — 6, a € R, se pide:

a) Determinar el valor del parametro a € R para que la pendiente de la recta tangente a

la grafica de f(x) en su punto de inflexiéon sea —3.

b) Para el valor del parametro encontrado, calcular los extremos relativos e intervalos de

crecimiento y decrecimiento de f(x).

Solucidn

Calculamos el punto de inflexion de f(x):

Como la pendiente de la recta tangente a la curvaen x = —1 es —3, se cumple que:

flf(x)=0->6x+6=0->x=-1

f[(-1)=-3 - 3-6+a=-3 - a=0

En el mend gréafico dibujamos la funcién f(x) = x3 + 3x%2 — 6

B HetiRadForn] [Real

Fune. graf. :Y=
Y1=x3+3x2-6l
Y2: [—1

Y3: [—1
Y4: [—1
Y5: [—1
Y6 [—1
Y | | Xt | ¥t | X |

B HathRad forn)

Real

Calculamos los extremos relativos pulsando G-Solv ((F5)), MAX ((F2]) y MIN ((F3))

respectivamente:

E [EXE]: Mestrar coordenadas

[El [EXE]: Mostrar coordenadas

VI=x~(3)+3x26 | | | | | |

\ MAX
X=-2 =12

Y1=x"(3)+3x2-6| _

X=0

MIN

Hay un maximo en (-2,-2) y un minimo en (0,-6)

f(x) es creciente en (—o0, —2) U (0, ) y decreciente en (—2,0)

13



Ejemplo 9

CASIO

Calcula el dominio y las asintotas de las siguientes funciones:

V2x—x
x—2

f(x) =

(Castilla la Mancha/2016)

Soluciéon

glx) =

x3

x2—4x+4

a) Entramos en el menu Grdfico, introducimos f(x) y pulsamos [Exg:

E BathRadMorni]  [Real
Fune. graf. :Y=

2% —x
YIE_E:E_ [—1
Y2 : E=—1
Y4: [—1

VR r——~1"
LM DELETE] TYPE /| TOOL JXWKETDEI]

B HatRedfornd  [Red
7

2

1
b4

€ 5 4 B8 2 -1 2_3 4 5 &
-1
2’

Observando la gréfica de la funcion y teniendo en cuenta que el denominador se anula para

x = 2, definimos el dominio:

B [EXE]: Mostrar coordenadas
YI=({(F(2x))=x)a(x—2)

2

1

B
+$ & 4 B8 2 1 38 4 5 b
-

-2

X=2 =ERROR

D =[0,2) U (2,0)

Pulsamos TRACE ((F1)), introducimos 2 y
pulsamos [EXg. Vemos que sale y=ERROR, la
funcién no estd definidaen x = 2

Asintotas horizontales

Entramos en el menu Ejec-Mat para ver el valor de la funcién cuando x — oo :

B (HatRadforn]) (dic]Real

Y1(100)
-0.8761006569
Y1(1000)
-0.9571930265
Y1(1000000)
-0.9985877836

(N
[ Y [ | Xt ] Vi]| X

Por lo tanto lim,_,, f(x) = —17F

Hay una asintota horizontalen y = —1

*Para escribir la Y: (ARS), GRAPH ((F4)), Y ([F1))

14
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De la misma forma vemos que valores toma y cuando x — 07:

B MathRedfiorn]] (d/c)Real

1—=240

ig : _

¥1(0.01) Luego lim,_,o f(x) =0

0.06604088253
¥1(0.001)

20.02187161558

(N
LY | r | Xt | ¥Vt | X |

b) Entramos en el menu Grdfico, introducimos g(x) y pulsamos dos veces:

[E] [E]

Func. graf. :Y= v

y1=d2x-x [—1 :
x—23 g

X
x| |
YZE 2 [_ ] B 5 4 -3 91 1 2 3 4 5 B
x“—4x+4
-2
SaHHDELETE] TYPE J TOOL JYMOa | Isr)

Observando la grafica de la funcién y teniendo en cuenta que el denominador se anula para

x = 2, definimos el dominio:

El [EXE]: Mostrar coordenadas
¥2=(x"(30a(x2-4x+
2

1
X

£ F 1 F 2 o T ¢ @§ 4 § ®
-1
-2

X= =ERROR

Pulsamos TRACE ([F1)) , introducimos 2 y pulsamos [EXg). Vemos que sale y=ERROR .

D =R-{2}

Asintotas verticales

3

lim,_,, = oo hay una asintota vertical en x = 2

x
x2—4x+4

Asintotas horizontales

Por la grafica vemos que no hay asintotas horizontales, lo comprobamos con los limites:

15



Entramos en el menu Ejec-Mat para ver el valor de la

B
Y2(10)

15.625 . _
Y2(100) Luego lim,_e g(x) =
104.123282

Y2(10000)
10004.0012

L
| Y | x| Xt |Vt | X |

CASIO

funcidon cuando x — oo :

De la misma forma vemos que valores toma y cuando x = —oo :

B

Y2(-100)
Y2(-1000)
O

-996.0119681

L ¥ | | Xt ]|Vt | X |

No hay asintotas horizontales.

Asintotas oblicuas

y=mx+n

Lo 9@ x5
MZ 00 x  ox—4xZ+4
x3
= i — =lim ——x = 1li
M ) e S e et F A

Hay una asintota oblicuaeny = x — 4

-96.11687812 Luego limxﬁ_mg(X) = —o0

x3 —x3 —4x?% + 4x
x2—4x+4

16
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Ejemplo 10

Ix+ 2|+t si x<0

Se considera la funcion f(x) = {(x 02 si x>0

a) ¢Para qué valor de t lafuncién f(x) es continuaenx =07?
b) Calcula los extremos relativos de la funcion f(x) en el intervalo (0, +) cont = 3

Solucidn

En el menu Dindmico introducimos la funcion f(x):

MENU PR B
ﬁ"ﬂ’f}l :;fB! ‘|l |Func. dinam.:Y=
Dinamicol  Tebla  Recursion Y18Ix+2 + _[-25.0]
B TR B E=e Y28 (x-A)*, [0, 25]
Conicas chlé?i:’m ’ Prt;g_rama Finanzas Y4:

= =R | |1
E-CON4 Enlace  Memoria  Sistema v B[ DELETE] TYPE | VAR JBUILT-INJHSHATN

*Para introducir el valor absoluto pulsamos [0PTN], Numeric ([F5)), Abs ((F1))

Pulsamos

B [atRad
Demasiadas funciones
Var. dinam. :A / D>

SELECT SPEED, DYNA

En SET ((F2)) podemos modificar los valores que toma A:

B ilkd Bed
Demasiadas funciones
Ajuste dinamico

A
Eng :H
Step :1

Pulsamos para volver a la pantalla anterior y pulsamos DYNA ((F6)):

El FathRad B
Demasiadas funciones 4
Var. dinam. :A > |
2
1
X
Saldnl] SET JSPEED, DYNA B=rF 7 F F fol ¥ 7 ¥ 4 5B

Vemos que cuando t=2 y t=-1 la funcién es continua

17



c)

Sit=3, f(x)

f(x) cuando x = 0

B
Func. graf. :Y=

Y1E (x-3)? [—1
27

Y [—1]
Y4: [—]
Y5: [—1]

Y6 : [—1
SELECT ) pNE13 KR ERRWMODIFY) DRAW)

Hay un minimoen x = 3

[E]

[EXE]: Mostrar coordenadas

Yi=(x-3)2 ¥

2

1

X=3

-1
-2
0

MiN

B
5543210L1 2 U 4 5 &

CASIO

lx+2|+3 si x<0 e ) .
= (x—=3)2 si x>0 en el menu Grdfico introducimos la funcion

18



Ejemplo 11

a) Calcula el drea de la regidn acotada por las graficas de las parabolas:
fX)=x*—-4x+3y glx)=—x*>+2x+11

b) Calcula ¢ € R para que las rectas tangentes a las graficas f(x) y g(x) en el punto de

abscisa x = ¢ tengan la misma pendiente.

Soluciéon

a) Entramos en el menu Grdfico e introducimos las funciones:

E HatlRedforn]  [Red

Func. graf. :VY=
YiEx2-4x+3
Y2E-x2+2x+11
Y3:

Y4:

Y5:

ve - J—
GiaTE00|DELETE) TYPE ] TOOL Jshlad] DTl

[—1
[—1]
[—]
[—1
[—1

Pulsamos dos veces para dibujarlas:

B HathRedForn])

Ax
218 ©

v

2

1

£ 5 4 Bf=2 -1g
-1

|

BES

Pulsamos ZOOM () ,OUT (f4) ,colocamos el cursor en el centro del que queremos que sea el

zoom y pulsamos

E5)

El Selec. posicién central

2

X=1.6 =2.3

&

y

-10

Pulsamos G-Solv ((F5)), para ver el resto del menu (F6), [ dx ((F3]), INTSECT ((F3)):

Bl Selec. valer limite sup.

Yi=x2-4x+3 v
Y2=-x2+2x+11

2|

¥ bl Neds

ISECT [dx
13

CASIO

19



CASIO

Vamos a seleccionar el recinto limitado por los puntos de interseccién entre las graficas.
Pulsamos [EXg) para seleccionar el primer punto de interseccién, nos desplazamos a la derechay
pulsamos [EXg para seleccionar el segundo punto donde se cortan:

B HathRadFornll

INF=:1
Jd%=-41.668868]

v 1=41.6666666

El 4rea encerrada por las graficas es 41,66 u?
b) Entramos en el menu Ejec-Mat para resolver la ecuacién: f'(x) = g'(x):

Utilizaremos la funcién SolveN para resolver la ecuacién. Pulsamos (0PTN), CALC ((F4)), SolveN ((F5)):

B
SolveN(

[Solveld/dx|d%/dx? J dx [SolveN/II=N

Pulsamos: d/dx ((F2)), para escribir las derivadas de las funciones (el “igual” se escribe

pulsando ¢)):

SolveN[dd—x(Yl)|Fx=%‘b

B HatiRedfom]
d -d
Loy ~Lo |

[ Y | r | Xt Vt] X | [ Y | »r | Xt | ¥t | X |

(Para escribir la funcién Y pulsamos: (RS, GRAPH ((F4)), Y ((F1)))

Pulsamos y

B

i ADVERTENCIA! s
Puede haber 3
mas soluciones {51

Presione: [EXITI 0
| Y [ r [Xt]|VYt]| X | | ¥ | r [ Xt |Vt | X |

E]
SolveN[E%E(Yl)

d o

3 . . . .
Enx = > las rectas tangentes a las dos funciones tienen las misma pendiente.

20
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CASIO
GEOMETRIA EN EL ESPACIO

Ejemplo 12

2
En R3, dada la recta r:{ * —4Y el punto P = (0,1, —-1).

2y +z

a) Calcula la ecuacion general del plano 7T, perpendicular a la recta r y que pasa por P
b) Calcula el punto simétrico del punto P respecto alplanox +y + z = —3

Solucién
Trabajaremos en el menu Grafico 3D.

La ecuacién general del plano tiene por vector normal el vector de la recta r.
Calculamos la recta r ya que es la interseccion de dos planos:

Pulsamos TYPE ([F3]) y escogemos la opcidn Plano pulsando [Exg:

Bl WatiRadMorml) [dfclRes)
Seleccionar plantilla

Recta

Esfera
(emplatelZ=_][Param][REw

Escribimos los coeficientes de la ecuacién general del plano y pulsamos [EXg, nos desplazamos al
numero 2 y procedemos de la misma forma descrita anteriormente para introducir el segundo.

B EtiRadForn]) [d7c)Red) B FetRadfornl) (dic)Real
af+b¥+cZ+d=0 aX+b¥+cZ+d=0
a b c a b c
L 1 0 -1 *_-l i+ -2 =0 rEE 2 1
2 [—]
-9 0
EXPRESS[VECTOR](POINTS J{ EDIT SET RIANERN| DELETE] TYPE J3D-GHEM] YECTORJ[POINTS | EDIT

21



CASIO

B HathRadornil [dic]Redl

Pulsamos DRAW ([F6)):

B HetRadforn] (dic]Real =
1: Plano X 2 + Zt
2: Plano z

S Obteniendo, r:{y=2—t
z =2t

X=2+2T
¥=2-1T

_, INTERSEC
Z=2T

El plano tiene vector normal, 71(2, —1,2) y su ecuacién en forma general es:
2x—y+2z=D

Sustituyendo el punto P(0,1,—1),

2:0-1+2-(-1)=D
-3=D
m2x —y+2z=-3

b) Calculamos el punto de interseccién M de la recta s (que pasa por P y tiene vector v¢(1,1,1) )
ydelplanox +y+z=-3:

Si estamos en la Ultima pantalla del apartado a), nos desplazamos hacia abajo, al nUmero 3
para introducir la recta s:

B MethRadMornd] [dic]Red)

Grafico 3D

2BP lano [—1
0 E+ 2 ¥

B WatiRadForn] (diclRel
Seleccionar plantilla
Recta

Plano
Esfera
Tenplatel 7= ][Param]GREm

22



CASIO

Seleccionamos la opcién P&V (se puede hacer con la opcidn que se prefiera), introducimos los
datos y pulsamos [Exg:

g
Punto de paso (Xo,Y0,Z0) & Grafico 3D
Vector direccién [a,b,c] 2HP lano [—1]
Xo Yo Zo 0 X+ 2 ¥
C P 1 11 T 1 75 -4 =0
a b c

CH 1 13
1
[ERPRESS)|[VECTOR POITS | EDIT AN DELE TE] TYPE J30-GHE DRAW

Borramos los dos planos introducidos en el apartado a), situdndonos encima y
pulsando DELETE ((F2)):

Bl MatHRadformi) [dic)Rea] Bl MatRadMornd [dic)Rea]

G o L 2 i nY G A L 2 3 Ty

1fl¢Borrar férmula? {Borrar formula?
Si:[F1] Si:[F1]

No: [F6] 2 No:[F61]

[AIRA[DELETE] TYPE JSD-GMEM] RaREHN| DELETE] TYPE [3D-GME! DRAW

Escribimos el plano x + y 4+ z = —3 igual que hemos hecho en el apartado a) y
pulsamos [Exg:

B HathRad(orni)
aX+b¥+cZ+d=0

Bl HathRad Forni]
?aafico 3D

a b c

C 1 1 1 I

3
[ERPRESS)(VECTOR](POINTS ) EDIT S0 DELETE] TYPE J3D-GMEM]

B MathRadMNornll [drc)Real

Pulsamos DRAW ((F) ):
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CASIO

Para obtener el punto de interseccién M, pulsamos G-Solve ((F5)) y INTSECT ((F2)):

[E]
1: Plano

El puntoes M (—1,0,—-2)

Para calcular el punto simétrico de P(0,1,—1), P'(x', y’, z"), utilizamos la propiedad

P+P'

—=M:
2
0+ x' 1 . )
= -1 - = —
> X
1+
=0 r=_1
2 I
-1+7 5 ) 3
= =/ - = —
5 X

24



CASIO
PROGRAMACION LINEAL

Ejemplo 13

Una empresa de materiales para coches fabrica dos modelos de una pieza determinada,
que denominaremos A y B. Cada modelo se fabrica en una hora, mediante un proceso que
consta de dos fases. En la primera fase del proceso hay 5 trabajadores y en la segunda hay
12. Para fabricar cada modelo, en la primera fase se necesita un trabajador para cada
pieza. En cambio, en la segunda fase se necesitan 2 trabajadores para el modelo Ay 3 para
el modelo B. El beneficio que se obtiene es de 40 € para el A y de 50 € para el B.

a) Determina la funcion objetivo y las restricciones y dibuja la region factible.

b) é¢Cudntas piezas de cada modelo por hora se han de fabricar para que el beneficio sea
maximo? ¢Cual es este beneficio?

Solucién
Sea x = numero de piezas del modelo A e y = numero de piezas del modelo B.

x+y<5
2x + 3y <12

Tenemos las siguientes inecuaciones: x =0
y=0

Podemos dibujar la regidn factible desde el menu Grdfico.

Pulsamos TYPE ((F3)), ((F8)), y = 0 ((F4)):

[E]

Func. graf. :Y<

Y1: [—]1
Y2: [—1
Y3: [—1
Y4: [—1
Yo: [—1
Y6: [—1
oY= Y= B

25



Escribimos las inecuaciones y pulsamos dos veces

El  MathRadNormi)
Funec. graf. :Xz

Y1E5—x [—1

YQM [—1
3

X480 [—1

X5: [—1
S8 DELETE] TYPE J TOOL JEWNai DI

CASIO

EXE] :

B

Para ver solo el drea de interseccién de las inecuaciones pulsamos SET UP ( (sHFT) (HENU) ),
nos desplazamos a la opcidn Ineq Type y seleccionamos Intsect ([F1)):

[E]
Input/Output:Math
Draw Type :Connect

Ineq Type :Union
Graph Fune :0n

Dual Screen :Qff
Simul Graph :0ff
Derivative :0n v

Intsect

[E]
Input/Qutput:Math
Draw Type :Connect

Ineq Type :Intsect
Graph Func :0n

Dual Screen :0ff
Simul Graph :0ff
Derivative :0n
Intsect]

N

Pulsamos y volvemos a dibujar:

B [EXE]: Mostrar ceordenadas
1<5pm

Vemos que la region factible tiene por vértices: A(0,0), B(5,0),€(0,4),D(3,2)

Sustituyéndolos en la funcion objetivo B(x,y) = 40x + 50y :

B(0,0) = 0€
B(5,0) = 200€
B(0,4) = 200€

B(3,2) = 220€

Cuando se fabrican 3 piezas del modelo Ay 2 piezas del B se obtiene el beneficio maximo que

esde 220 €
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MATRICES

Ejemplo 14
3 5

1 4y
6 2

Determina la matriz C que cumpla 24 + 3B — C = 0 siendo 4 =
3 -1

B=(2 5
6 3

Solucidn

Abrimos el menu Ejec-Mat.
Para definir las matrices Ay B pulsamos MAT/VCT ((F3)). Escribimos su dimensidn pulsando

(Exg) después de introducir filas y columnas

B Degllforn]) [dielfztbi]

Degllforn]) [die]fetbi]
o

Matriz

Mat A :None
Mat B :None
Mat C :None
Mat D :None
Mat E ‘None

Mat F :None
DELETE[DEL-ALL] DIM J CSV J

Dimension mxn

m :3
n :2

[E]
M
M
M
M
M

Mat F :None
DELETE[DEL-ALL] DIM [ CSV J

Introducimos los coeficientes pulsando [EXg cada vez que introducimos un numero . Cuando

hemos terminado, pulsamos [(EXIT

B DeglfNorn]) [die]fatbi]
A

1 2

1 3 5
2 1 4
3 2

[E] Deglornd] (dre]fatbi]
B 1 2

1 3 -1
2 2 5
3 3

[ROW-0PL ROW_{COLUMNI Mol [ROW-0EL ROW_[COLUMN]Nabolidll
C=2A+3B

Calculamos C. Para hacer célculos con las matrices, hay que escribir “Mat” ([stFT) (2])

E MathDesfornd) [dic]fathi
2xMat A+3xMat B

| Mat atLst] Det | Trn JAuenent BN

2xMat A+3xMat B

B [HathDegPorn] [dic)arh]

8 23
30 13

15 7]

O

[ Mat [HatLst! Det | Trn [Augnont BN

15

Porlotanto, C=| 8

7

23
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SISTEMAS DE ECUACIONES

Ejemplo 15

Un inversor decide invertir un total de 42 000 € entre tres productos:

a) Una cuenta de ahorros por la que recibe unos intereses anuales del 5%

CASIO

b) Un depédsito a plazo fijo por el que le pagan unos intereses anuales del 7%

c) Unos bonos con unos intereses anuales del 9%

Al cabo de un afio, los intereses le han proporcionado unos beneficios de
2 600 €. Si los intereses que ha recibido de la cuenta de ahorros son de 200 € menos
que la suma de los intereses que ha recibido por las otras dos inversiones é{Qué

cantidad invirtié en cada producto?

Solucién

Definimos las incégnitas:
Sea x los euros invertidos en la cuenta de ahorros.

Sea y los euros invertidos en el depdsito a plazo fijo.

Sea z los euros invertidos en bonos.
Como se ha invertido un total de 42 000 €:
x+y+z=42000

Como los beneficios son de 2 600 €:

S X+ Ly +—>=7z=2600
100 100 100

Simplificando:

5x + 7y + 9z = 260000

Los intereses que ha recibido de la cuenta de ahorros son 200 € menos que la suma de los

intereses que ha recibido por las otras inversiones:

Ly 4 2z=""x+200
100 100 100

Simplificando:

—5x + 7y + 9z = 20000.
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CASIO

Consideramos el sistema formado por las tres ecuaciones anteriores:

x+y+z=42000
5x + 7y + 9z = 260000
—=5x + 7y + 9z = 20000

Abrimos el menu Ecuacion, escogemos la opcién Simultdneo y 3 incdgnitas:

B _HotFedfom] [clest]
Ecuacién Simultaneo

Sin datos en memoria

Seleccionar tipo
Fl:Simultaneo
F2:Polinomio

F3:Resolver ;SNumero incégnitas?
SIMULJ POLY JSOLVER | 2 ] 3 / 4 /5 ] 6 /]

Introducimos los coeficientes y los términos independientes:

B FatRadfornl) (d7c)+bl Bl [HatiRadMornd) (d7c)E#b)
an X+bn Y+Cn Z=dn an X+bn Y+Cn Z=dn
a b < d bl 24000
1 1 1 1 42000 Y{ 11000
2 5 7 9 260000 zL 7000
3 -5 7 W 20000l
20000 24000
REPEAT
x = 24000
La solucion es {y = 11000.
z = 7000

Por lo tanto se ha invertido: 2 400€ en la cuenta de ahorros, 11 000€ en el depdsito a plazo fijo
y 7 000€ en bonos.
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PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Ejemplo 16

Las notas que se han obtenido por 1000 opositores han seguido una distribucion normal de
media 4,05 y desviacion tipica 2,5.

a) éCuantos opositores han superado el 5? Razona la respuesta.
b) Si tenemos que adjudicar 330 plazas, calcula razonadamente la nota de corte.

(Matematicas Il / 2018 / 5B)

Solucién

Entramos en el menu Ejec-Mat y pulsamos: (0PTN), STAT ((F5)), DIST ((F3)), NORM ((F1)), Ncd
((F2))

Introducimos los datos teniendo en cuenta que la sintaxis del comando es:

NormCD (lower, upper, o, u)

B okites Gmd
NormCD(5,1000,2.5,4.% @(5,1000,2.5,4.05)

Pulsamos [EXg para obtener el resultado:

NormCD(5,6000,2‘5,4.>

0 .3519727076

[ Npd | Ned | InvN|

La probabilidad de que hayan superado el 5 es del 35,20%. Como hay 1000 opositores:

E| [FetRadfon] [d7c)Redl
NormCD(5,1000,2.5,4.>
0.3519727076

Ansx1000
[

351.9727076

[ Npd | Ned [InvN]

Hay 352 opositores que han superado el 5.
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Utilizamos el comando para resolver ecuaciones SolveN, pulsamos [0PTN], CALC ((F4]), SolveN
((F5)) e introducimos los datos:

El MathRadNormi] [d7c]Real Bl WathRadMorml [dfc)Real
NormCD(5,1000,2.5,4. NormCD(5,1000,2.5, 4.1
0. 3519727076 0. 3519727076
Ansx1000 Ansx1000
3b61.9727076 351.9727076
SolveN(O. 33FNormCD(x> @D(x,100,2.5, 4. 05))
| Npd | Ned [InvN | | Nbd | Ned [InvN|

Pulsamos para obtener el resultado:

[HathiRadfior]] [d7c)Real)
' [ ATala
i ADVERTENCIA!

B [tRadfonD (dic]Rea)
NormCD(5,1000,2.5,4.
0. 3519727076

AlPuede haber Ansx1000
mas soluciones 351.9727076
SolveN(0.33=NormCD (x|
Presione: [EXIT] g {5.149782914}
| Npd [ Ned [InvN]| | Npd [ Ned [InvN]|

La nota de corte es 5,15
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